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Анотацiї

Шевчук Дарина Романiвна. Поведiнка розв’язку початково-

крайової задачi для нелiнiйного параболiчного рiвняння. У данiй

квалiфiкацiйнiй роботi дослiджується поведiнка узагальненого (енергети-

чного) розв’язку задачi Кошi-Дiрiхле для нелiнiйного параболiчного рiвня-

ння в цилiндричнiй областi. Основний результат роботи формулюється у

виглядi Теореми 4.1, що доведена для довiльної фiнiтної початкової функцiї

при певних обмеженнях на граничнi умови.

Ключовi слова: початково-крайова задача, локалiзацiя розв’язку, не-

лiнiйнi параболiчнi рiвняння, повiльна дифузiя.

Shevchuk Daryna. The behavior of solution of the initial-

boundary value problem for the nonlinear parabolic equation. In

this qualification work, we study the behaviour of the generalised (energy)

solution of the Cauchy-Dirichlet problem for a nonlinear parabolic equation

in the cylindrical domain. The main result of the work is formulated in the

form of Theorem 4.1, which is proved for an arbitrary finite initial function

under certain restrictions on the boundary conditions.

Keywords: initial boundary value problem, solution localisation, nonlin-

ear parabolic equations, slow diffusion.
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Вступ

Рiвняння в частинних похiдних широко застосовуються в рiзних галузях

науки, таких як, наприклад, фiзика, iнженерiя та хiмiя. Зокрема, парабо-

лiчнi рiвняння дозволяють моделювати процеси теплопровiдностi, дифузiї

речовин i динамiку рiдин, що має велике значення для вивчення багатьох

природних i техногенних явищ. Враховуючи важливiсть таких рiвнянь,

розв’язання задач, пов’язаних iз дослiдженням поведiнки їх розв’язкiв, до-

зволяє глибше розумiти фундаментальнi процеси, що протiкають у середо-

вищах зi змiнною концентрацiєю речовин або пiд впливом деяких хiмiчних

реакцiй. Це знання стає основою для створення нових технологiй та вдо-

сконалення iснуючих методiв в областi матерiалознавства, екологiї, бiологiї

та багатьох iнших дисциплiнах.

Одна з головних цiлей роботи полягає в аналiзi поведiнки розв’язку

початково-крайової задачi для нелiнiйного параболiчного рiвняння в ци-

лiндричнiй областi за умови деяких структурних обмежень, що вiдповiд-

ають процесу повiльної дифузiї. Дослiдження подiбних процесiв дозволяє

зрозумiти, як розподiляється концентрацiя речовини в просторi та часi,

враховуючи початковi та крайовi умови, що є важливим для застосувань

у фiзицi та iнженерiї.

Метою квалiфiкацiйної роботи є доведення достатньої умови локалiза-

цiї розв’язку початково-крайової задачi для нелiнiйного параболiчного рiв-

няння (Tеорема (4.1)). Така локалiзацiя є цiкавим явищем в теорiї рiвнянь

у частинних похiдних, оскiльки вона дозволяє звузити розгляд областi, де

вiдбуваються суттєвi змiни концентрацiї або температури, що може бути

корисним при моделюваннi обмежених у просторi процесiв.
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Результатом роботи стало отримання необхiдних iнтегральних спiв-

вiдношень та оцiнок, якi визначають наявнiсть властивостi локалiзацiї

розв’язку. Це дозволяє встановити межi, в яких вiдбувається еволюцiя си-

стеми, що є ключовим для прогнозування поведiнки багатьох фiзичних

процесiв у рiзних умовах.

Основний результат – Теорема 4.1, що представлена у роботi, – фор-

мулює достатню умову для локалiзацiї носiя розв’язку в рамках заданих

початкових умов i граничних режимiв. Дана теорема є результатом продов-

ження дослiджень, що проводилися в рамках квалiфiкацiйної роботи для

здобуття ступеня бакалавра [1]. Крiм того, результат [1] був представлений

до обговорення на мiжнароднiй конференцiї DECT-2023 [2] та продовже-

ння цього результату було опублiковано в статтi, спiвавтором якої є мiй

науковий керiвник – Стєпанова Катерина Вадимiвна, в журналi «Вiсник

Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В. Н. Каразiна. Сер. Мате-

матика, прикладна математика та механiка» [3].

Для простоти розумiння розглянемо модельне рiвняння, яке є частковим

випадком p-Лапласового оператора:

ut −∆pu = 0,

тут

x ∈ Rn, t > 0, n ≥ 1;

p – дiйсне додатнє число.

Параметр p впливає на властивостi оператора ∆p. Залежно вiд значення

p, цей оператор може бути виродженим або сингулярним, що додає деякої

складностi при його аналiзi.

Варто окремо та бiльш детально розглянути елiптичний оператор, що
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з’являється у цьому рiвняннi:

∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
= |∇u|p−4|∇u|2∆u+ (p− 2)

n∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj
.

У критичних точках, де ∇u = 0, оператор є виродженим для p > 2 i

сингулярним при p < 2.

Розглянемо рiзнi випадки значень параметра p:

• при p = 1 ∆1u = div

(
∇u

|∇u|

)
= −H, де H є оператором середньої

кривини;

• при p = 2 маємо звичайний оператор Лапласа:

∆2u = ∆u =
n∑

i=1

∂2u

∂x2i
;

• при p = ∞:

∆pu ≡ |∇u|p−4
(
|∇u|2∆u+ (p− 2)∆∞u

)
= 0

є граничним рiвнянням при p→ ∞.

Оператор ∆p – це важливий математичний iнструмент, який допомагає

описувати процеси в багатьох фiзичних i наукових областях. Наприклад,

його використовують у реологiї для дослiдження того, як матерiали змi-

нюють форму пiд дiєю рiзних сил, а в гляцiологiї – для аналiзу руху i

деформацiї льоду. У задачах з низьким значенням p, цей оператор пiдхо-

дить для моделювання речовин, що протiкають з невеликим опором, як-от

деякi рiдини. Коли p зростає, ∆p стає корисним для опису бiльш жорстких

матерiалiв, якi важко деформувати.

Цiкавим є те, що оператор p-Лапласа використовується i для моделю-

вання складних випадкових процесiв, зокрема броунiвського руху, де хао-
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тичнi перемiщення частинок можна описати через похiднi рiзних порядкiв.

У крайньому випадку, коли p прямує до нескiнченностi, ∆p наближається

до граничного значення i стає ∞-гармонiчним оператором. Такий випадок

використовується для опису поведiнки речовин i процесiв, що вимагають

максимального опору деформацiї, як, наприклад, у задачах про рiвновагу

i екстремальнi умови в фiзицi.



Роздiл 1

Постановка задачi

Дана задача цiлком i повнiстю вiдповiдає задачi Кошi-Дiрихле, яка була

дослiджена у спiльнiй статтi зi Стєпановою К. В. [3]. Так, в областi

Q = (0, T )× Ω, Ω = ΩR ≡ {x ∈ Rn : 1 < |x| < R}, n ≥ 1, 0 < T <∞,

R <∞:
∂

∂t

(
|u|q−1u

)
− ψ(t)∆pu = 0, ψ(t) > 0, p > q (1.1)

u|Γ(1) = f̃(t, x); u|Γ(R) = 0; (1.2)

u(0, x) = u0 ∈ Lq+1(Ω); (1.3)

supp u0 ∈ {x ∈ Rn : |x| < d} , 1 < d < R. (1.4)

Γ(s) ≡ (0, T)× ∂B(s),

B(s) = {x ∈ Rn : |x| < s} .

Виконана наступна структурна умова:

0 < q < p. (1.5)

Отже, рiвняння (1.1) належить до класу рiвнянь «повiльної дифузiї». Гра-

ничну функцiю f̃ можна розглядати як слiд функцiї f(t, x) на Γ(1), де

f(t, x) задовольняє такi властивостi:

f ∈ L∞ ((0, T0)× Ω) ∩ Lp+1

(
0, T0;W

1
p+1(Ω)

)
∀T0 < T, (1.6)

supp f ∈ [0, T ]× B (R0) , R0 < R, (1.7)

8
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f ′t ∈ L1 (0, T0;Lq+1(Ω)) ∩ L p+1
p−q+1

(
0, T0;L p+1

p−q+1
(Ω)
)

∀T0 < T. (1.8)

Функцiя, що описує особливостi загострення граничного режиму, має

вигляд:

F (t) ≡
∫
Ω

|f(t, x)|q+1dx+

+

∫ t

0

ψ(τ)

∫
Ω

|Dxf(τ, x)|p+1 dxdτ+∫ t

0

ψ(τ)
−q

p−q+1

∫
Ω

|f ′τ(τ, x)|
p+1

p−q+1 dxdτ+

+

(∫ t

0

(∫
Ω

|f ′τ(τ, x)|
q+1

dx

) 1
q+1

dτ

)q+1

∀t < T.

(1.9)

Система рiвнянь (1.1) – (1.5) слугує моделлю розподiлу концентрацiї

речовини з урахуванням початкових та крайових умов у просторi й часi.

Вибiр областi Ω у задачi (1.1) – (1.5) зумовлений прагненням уникнути

зайвих громiздких (хоча й очевидних) обчислень i побудов. Усi отриманi

результати справедливi також для областей, якi мають вигляд B(R)∩(Rn\

\Ω), R < ∞. При цьому область Ω є довiльною однозв’язною областю з

C1– гладкою границею ∂Ω, яка задовольняє умову Ω ⊂ B(R).

У подальших викладках застосовуватимуться також такi областi:

Γb
a(s) ≡ (a, b)× ∂B(s),

Qb
a = (a, b)× Ω(s),

Ω(s) = ΩR \B(s), ∀s > 1.



Роздiл 2

Необхiднi означення

Цей роздiл присвячений основним означенням, якi матимуть ключове

значення для даної роботи.

2.1. Енергетичний узагальнений розв’язок

Означення 2.1. Функцiя u(t, x) називається узагальненим (енергети-

чним) розв’язком задачi (1.1) – (1.5) за умови, що виконується наступна

iнтегральна тотожнiсть для будь-якого T0 < T :∫ T0

0

⟨(|u|q−1u)′t, η⟩dt−
∫ T0

0

∫
Ω

ψ(t)∆puηxi
dxdt = 0, (2.1)

де η(t, x) є довiльною функцiєю з простору Lp+1(0, T0;W
1
p+1(Ω, ∂Ω)),

i задовольняються такi умови для забезпечення збiжностi iнтегралiв::

1. u− f ∈ Lp+1(0, T0;W
1
p+1 (Ω, ∂Ω)) ∩ L∞(0);T0;Lq+1(Ω));

2. (|u|q−1)′t ∈ Lp+1
p
(0, T0; (W

1
p+1(Ω, ∂Ω))

∗)

та виконана початкова умова (1.3) в такому iнтегральному сенсi:

T0∫
0

⟨(|u|q−1u)′t, ζ⟩dt+
T0∫
0

∫
Ω

(|u|q−1u− |u0|q−1u0)ζ
′
tdxdt = 0

де ζ(t, x) – будь-яка пробна функцiя, яка належить простору

Lp+1(0, T0;W
1
p+1(Ω, ∂Ω)) ∩W 1

1 (0, T0;L∞(Ω)) та зникає в околi t = T0;
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3. початкове та граничне значення f(t, x) вiдповiдають умовi узгоджен-

ня:

f(0, x)− u0(x) ∈ W 1
p+1(Ω, ∂Ω);

Позначення W 1
r (Ω, S) у цiй роботi використовується для замикання за нор-

мою W 1
r (Ω) множини функцiй iз класу C∞(Ω), якi зникають в околi S ⊂

⊂ ∂Ω; при цьому W 1
r (Ω) ≡ W 1

r (Ω,∅).

Робота [4] мiстить доведення iснування енергетичного (узагальненого)

розв’язку для задачi Кошi-Дiрихле з ширшим класом елiптичних операто-

рiв, що для рiвняння (1.1) виконуються завдяки першiй та другiй умовам

Означення 2.1. Згiдно з результатами роботи [5] третя умова в означеннi

узагальненого розв’язку гарантує єдинiсть розв’язку для задачi (1.1) – (1.5)

в сенсi Означення 2.1.

2.2. Носiй розв’язку

Означення 2.2. Носiєм розв’язку u(t, x) називається замикання мно-

жини suppu(t, ·), тобто

suppu(t, ·) = {x ∈ Rn : u(t, x) ̸= 0}.

Варто звернути увагу, що для рiвняння з градiєнтною нелiнiйнiстю, яке

було обговорено у вступнiй частинi:

ut −∆pu = 0,

iснує автомодельний розв’язок, пов’язаний з граничною функцiєю виду

f(t) = k(T − t)−n, n – розмiрнiсть простору.
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Аналiз структури отриманого розв’язку показує, що наявнiсть граничного

режиму не порушує властивостi локалiзацiї, яка зберiгається за умови n =

= (p− 1)−1, де p > 1.

Варто зазначити, що цi та подiбнi результати були отриманi за допо-

могою бар’єрного методу, пов’язаного з побудовою рiзних автомодельних

розв’язкiв. Однак цей пiдхiд принципово не пiдходить для рiвнянь, де не-

можливо застосувати вiдповiднi теореми порiвняння. Це обґрунтовує ва-

жливiсть розробки альтернативних методiв аналiзу та їх ефективного ви-

користання для вивчення поведiнки узагальненого розв’язку початково-

крайової задачi для рiвняння (1.1), де неможливо знайти автомодельний

розв’язок. Саме на цьому було зосереджено дослiдження, представлене в

данiй роботi.

2.3. Властивiсть локалiзацiї

Означення 2.3. Задача (1.1) – (1.5) володiє властивiстю локалiзацiї,

якщо її енергетичний розв’язок u(t, x) задовольняє таку умову:

ζ(t) ≡ inf{r : suppu(t, ·) ⊂ B(r)} < R ∀t < T. (2.2)



Роздiл 3
Допомiжнi нерiвностi та леми для

доведення основного результату
3.1. Допомiжнi нерiвностi

Для того, аби довести основний результат цiєї роботи, буде використано

кiлька вiдомих нерiвностей, якi наводяться нижче.

Iнтерполяцiйна нерiвнiсть [6]:

∥v∥Lp+1(∂Ω(s)) < C1 ∥Dxv∥θLp+1(Ω(s))
∥v∥1−θ

Lq+1(Ω(s))
, (3.1)

тут

v ∈ W 1
p+1(Ω(s), ∂B(R)),

Ω(s) = ΩR \B(s), ∀s > 1,

ΩR ≡ {x ∈ Rn : 1 < |x| < R},

B(s) = {x ∈ Rn : |x| < s} ∀s > 1,

0 < θ :=
(q + 1) + n(p− q)

(p+ 1)(q + 1) + n(p− q)
< 1.

Нерiвнiсть Юнга з параметром ε [7]:

ab ≤ εap + c(ε)bq, (3.2)

тут

a ≥ 0, b ≥ 0, ε > 0,
1

p
+

1

q
= 1;

13
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Нерiвнiсть Пуанкаре [8]:

∥u∥Lp(Ω) ≤ C∥∇u∥Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω), (3.3)

тут

1 ≤ p < n;

Нерiвнiсть Фрiдрiхса [9]:

∥u∥Lp(Ω) ≤ dk

∑
|α|=k

∥Dαu∥pLp(Ω)

1/p

, (3.4)

тут

α = (α1, . . . , αn) , |α| = α1 + . . .+ αn; Dαu =
∂|α|u

∂α1
x1 . . . ∂

αn
xn

.

Нерiвнiсть Гальярдо (p = 1) та Соболєва (p > 1) [10]:

∥u∥2Lr(Ω)
≤ C∥∇u∥2Lp(Ω)

, ∀u ∈ C∞
0 (Rn) ,

для

1 ≤ p < n.

3.2. Допомiжнi твердження

У цьому пiдроздiлi наведено деякi допомiжнi леми, якi є необхiдними

для доведення основного результату даної роботи. Як це було попередньо

зазначено та детально обґрунтовано в [3], леми формулюють важливi оцiн-

ки, що використовуються для забезпечення коректностi та остаточної за-

вершеностi доведення Теореми 4.1.
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3.2.1. Лема 3.1

Лема 3.1. Нехай u(t, x) – це узагальнений розв’язок задачi (1.1) - (1.5);

в такому випадку справедлива оцiнка:∫
Ω

|u(b, x)|q+1dx+

∫ b

a

∫
Ω

ψ(t) |Dxu|p+1 dxdt ≤

≤ c1

∫
Ω

|u(a, x)|q+1 dx+ c2

(
1 + ζ1(b)

q(p+1)
p−q+1

)
F1(a, b),

де

F1(a, b) =

∫
Ω

|f(b, x)|q+1 dx+

∫ b

a

ψ(t)

∫
Ω

|Dxf |p+1 dxdt+

+

(∫ b

a

∥f ′t(t, x)∥Lq+1(Ω)dt

)q+1

+

∫ b

a

ψ(t)−
q

p−q+1

∫
Ω

∥f ′t(t, x)∥
p+1

p−q+1

L p+1
p−q+1

(Ω)dt,

F1(0, b) = F (b).

Доведення.

За умов 0 ≤ a < b < T та з урахуванням формули iнтегрування части-

нами [4], можемо записати наступну рiвнiсть:∫ b

a

∫
Ω

⟨
(
|u|q−1u

)
t
, (u− f)⟩dxdt =

=
q

q + 1

∫
Ω

(
|u(b, x)|q+1 − |u(a, x)|q+1

)
dx+

+

∫ b

a

∫
Ω

(
|u(t, x)|q−1u(t, x)− |u(a, x)|q−1u(a, x)

)
f ′t(t, x)dxdt−

−
∫
Ω

(
|u(b, x)|q−1u(b, x)− |u(a, x)|q−1u(a, x)

)
f(b, x)dx. (3.5)

Пiдставимо пробну функцiю η = (u(t, x) − f(t, x)) в другий доданок

iнтегральної тотожнiстi (2.1):

−
∫
Q

ψ(t)
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣p−1(

∂u

∂xi

)
(u− f)

)
dxdt =
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=

∫
Q

ψ(t)
n∑

i=1

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣p−1

∂u

∂xi

∂

∂xi
(u− f)dxdt =

=

∫
Q

ψ(t)

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣p+1

dxdt−
∫
Q

ψ(t)
n∑

i=1

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣p−1

∂u

∂xi

∂f

∂xi
dxdt,

Q = (0, T )× Ω.

Такий перехiд дозволяє врахувати вплив часткових похiдних u(t, x) i

його вiдхилення вiд граничної умови через iнтегральнi вирази, полегшуючи

аналiз властивостей даного розв’язку.

Пiдставляючи пробну функцiю в iнтегральну тотожнiсть (2.1) i беручи

до уваги рiвнiсть (3.5) та останню викладку, маємо:

q

q + 1

∫
Ω

|u (b, x)|q+1 dx+

∫
Q

ψ(t)

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣p+1

dxdt ≤

≤ q

q + 1

∫
Ω

|u (a, x)|q+1 dx−

−
∫ b

a

∫
Ω

(
|u (t, x)|q−1 u (t, x)− |u (a, x)|q−1 u (a, x)

)
f ′t(t, x)dxdt+

+

∫
Ω

(
|u(b, x)|q−1u(b, x)− |u(a, x)|q−1u(a, x)

)
f(b, x)dxdt+

+

∫
Q

ψ(t)
n∑

i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−1

∂u

∂xi

∂f

∂xi
dxdt. (3.6)

Далi оцiнюємо зверху доданки з правої частини нерiвностi (3.6), засто-

совуючи нерiвностi (3.1) – (3.4) стандартним чином:

I1 =

∫ b

a

∫
Ω

|u(a, x)|q |f ′t(t, x)| dxdt ≤ ε1∥u(a, x)∥q+1
Lq+1(Ω)

+

+ c1 (ε1)

(∫ b

a

(∫
Ω

|f ′t(t, x)|
q+1

dx

) 1
q+1

dt

)q+1

;
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I2 =

∫ b

a

∫
Ω

|u(t, x)|q |f ′t(t, x)| dxdt ≤
∫ b

a

(∫
Ω

|u(t, x)|p+1 dx

) q
p+1

×

×
(∫

Ω

|f ′t(t, x)|
p+1

p−q+1 dx

)p−q+1
p+1

dt ≤
∫ b

a

ψ(t)
q

p+1ζ(t)q
(∫

Ω

|Dxu|p+1 dx

) q
p+1

×

× ψ(t)−
q

p+1

(∫
Ω

|f ′t(t, x)|
p+1

p−q+1 dx

)p−q+1
p+1

dt ≤ ε2

∫ b

a

ψ(t)

∫
Ω

|Dxu|p+1 dxdt+

+ c (ε2) ζ1(b)
q(p+1)
p−q+1

∫ b

a

ψ(t)−
q

p−q+1

∫
Ω

|f ′t(t, x)|
p+1

p−q+1 dxdt,

тут ζ1(s) = sup
0≤t<s

ζ(t), ζ(t) з Означення 2.3;

I3 =

∫
Ω

(|u(b, x)|q + |u(a, x)|q) |f(b, x)|dx ≤

≤ ε1

[
∥u(b, x)∥q+1

Lq+1(Ω)
+ ∥u(a, x)∥q+1

Lq+1(Ω)

]
+ c2(ε1)∥f(b, x)∥q+1

Lq+1(Ω)
;

I4 =

∫ b

a

∫
Ω

ψ(t) |Dxu|p |Dxf | dxdt ≤

≤ c

(∫
Q

ψ(t)
(
|Dxu|p+1 dxdt

) p
p+1

(∫
Q

ψ(t)|Dxf |p+1dxdt

) 1
p+1

≤

≤ ε3

(∫
Q

ψ(t)|Dxu|p+1dxdt

)
+ c3 (ε3)

(∫
Q

ψ(t)|Dxf |p+1dxdt

)
.

Враховуючи оцiнку (3.6) i поєднуючи всi отриманi оцiнки для iнтегралiв

I1− I4, ми отримуємо глобальну апрiорну оцiнку:(
q

q + 1
− ε1

)
∥u (b, x)∥q+1

Lq+1
+ (1− ε1 − ε2)

∫
Q

ψ(t) |Dxu|p+1 dxdt ≤

≤
(

q

q + 1
+ 2ε1

)
∥u (a, x)∥q+1

Lq+1
+ c(ε2)ζ1(b)

q(p+1)
p−q+1

∫ b

a

ψ(t)−
q

p−q+1×

×
∫
Ω

|f ′t(t, x)|
p+1

p−q+1dxdt+ c1(ε1)

(∫ b

a

(∫
Ω

|f ′t(t, x)|
q+1

dx

) 1
q+1

dt

)q+1

+

+ c2 (ε1) ∥f (b, x)∥q+1
Lq+1(Ω)

+ c3 (ε3)

(∫
Q

ψ(t)|Dxf |p+1dxdt

)
.

Задаємо ε1 та ε2 у фiнальнiй нерiвностi, аби була виконана умова

q

q + 1
− ε1 ≥

q

2(q + 1)
; (1− ε1 − ε2) ≥

1

2
,
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отримаємо наступне:∫
Ω

|u(b, x)|q+1dx+

∫ b

a

∫
Ω

ψ(t) |Dxu|p+1 dxdt ≤

≤ c1

∫
Ω

|u(a, x)|q+1 dx+ c2

(
1 + ζ1(b)

q(p+1)
p−q+1

)
F1(a, b), де

F1(a, b) =

∫
Ω

|f(b, x)|q+1 dx+

∫ b

a

ψ(t)

∫
Ω

|Dxf |p+1 dxdt+

+

(∫ b

a

∥f ′t(t, x)∥Lq+1(Ω)dt

)q+1

+

∫ b

a

ψ(t)−
q

p−q+1

∫
Ω

∥f ′t(t, x)∥
p+1

p−q+1

L p+1
p−q+1

(Ω)dt,

F1(0, b) = F (b).

3.2.2. Лема 3.2

Лема 3.2. Нехай u(t, x) є узагальненим розв’язком для початково-

граничної задачi (1.1) — (1.5); у такому випадку виконується наступна

нерiвнiсть:

q

q + 1

∫
Ω(s)

|u(b, x)|q+1dx+

∫
Qb

a(s)

ψ(t) |Dxu|p+1 dxdt ≤

≤ q

q + 1

∫
Ω(s)

|u(a, x)|q+1 dx+ c

(∫
Γb
a(s)

ψ(t) |Dxu|p+1 dγdt

) p
p+1

×

×
(∫

Qb
a(s)

ψ(t)|Dxu|p+1dxdt

) θ
p+1

(∫ b

a

ψ(t)

(∫
Ω(s)

|u|q+1dx

)p+1
q+1

dt

) 1−θ
p+1

.

Доведення.

Задамо значення s > 1 та δ > 0;

ηs,δ(τ) =


0, τ < s;

τ − s

δ
, s ≤ τ ≤ s+ δ;

1, τ > s+ δ.
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Профiль функцiї ηs,δ(τ).

Для iнтегральної тотожностi обираємо пробну функцiю у виглядi:

η(t, x) = u(t, x)ηs,δ(|x|).

q

q + 1

∫
Ω(s)

|u(b, x)|q+1ηs,δ(|x|)dx+
∫
Qb

a(s)

ψ(t)|Dxu|p+1ηs,δ(|x|)dxdt =

=
q

q + 1

∫
Ω(s)

|u(a, x)|q+1ηs,δ(|x|)dx−

−
∫
Qb

a(s)\Qb
a(s+δ)

ψ(t)
n∑

i=1

(
|Dxu|p+1 ∂u

∂xi

)
u(ηs,δ(|x|)xi

dxdt.

Переходячи до границi при δ → 0, аналогiчно до методу, описаного в [6],

отримуємо:

q

q + 1

∫
Ω(s)

|u(b, x)|q+1dx+

∫
Qb

a(s)

ψ(t) |Dxu|p+1 dxdt =

=
q

q + 1

∫
Ω(s)

|u(a, x)|q+1 dx+

∫
Γb
a(s)

ψ(t)
n∑

i=1

|Dxu|p+1 uνidγdt ≤

≤ q

q + 1

∫
Ω(s)

|u(a, x)|q+1 dx+ c

(∫
Γb
a(s)

ψ(t) |Dxu|p+1 dγdt

) p
p+1

×

×
(∫

Γb
a(s)

ψ(t)|u|p+1dγdt

) 1
p+1

.
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Тепер оберемо:

[a, b] = [tj−1, tj] , [0, T ) =
∞⋃
j=1

[tj−1, tj] , t0 = 0.

i оцiнимо доданок у правiй частинi попередньої нерiвностi, застосувавши

iнтерполяцiйне спiввiдношення (3.1):∫ tj

tj−1

ψ(t)

∫
∂Ω(s)

|u|p+1dγdt ≤

≤ c

∫ tj

tj−1

∫
Ω(s)

ψθ(t)∥u∥p+1
L(p+1)θ(Ω(s))

ψ(t)1−θ∥u∥(p+1)(1−θ)
Lp+1(Ω(s))

dγdt ≤

≤ c

(∫ tj

tj−1

ψ(t)∥Dxu∥p+1
Lp+1(Ω(s))

dt

)θ(∫ tj

tj−1

ψ(t)∥u∥p+1
Lq+1(Ω(s))

dt

)1−θ

,

пiсля чого нерiвнiсть набуває наступного вигляду∫
Ω(s)

|u(tj, x)|q+1dx ≤
∫
Ω(s)

|u(tj−1, x)|q+1dx+

+ c

(∫
Γ
tj
tj−1

(s)

ψ(t)|Dxu|p+1dγdt

) p
p+1
(∫

Q
tj
tj−1

(s)

ψ(t)|Dxu|p+1dxdt

) θ
p+1

×

×

(∫ tj

tj−1

ψ(t)

(∫
Ω(s)

|u|q+1dx

)p+1
q+1

dt

) 1−θ
p+1

(3.7)

Пiсля iнтегрування по t ∈ (a, b) це дає, у свою чергу, результат Леми 3.2.



Роздiл 4

Основний результат

4.1. Теорема про достатню умову локалiзацiї розв’язку

Тепер перейдемо до основного результату даної квалiфiкацiйної роботи,

який було опублiковано у спiльнiй зi Стєпановою К. В. науковiй статтi [3].

Теорема 4.1. Припустимо, що граничний режим задачi Кошi–Дiрiхле

для нелiнiйного параболiчного рiвняння (1.1) – (1.5) задовольняє умову:

F (t) ⩽ c

(∫ T

t

ψ(τ)dτ

)− q+1
p−q

∀t < T. (4.1)

Тодi iснують такi константи ci <∞, що акумулюють та зберiгають значен-

ня вiдомих нерiвностей (наприклад, нерiвностi Пуанкаре, iнтерполяцiйної

нерiвностi тощо), якi застосовувалися при аналiзi та оцiнюваннi iнтегралiв,

та константи d <∞, що не залежать вiд зовнiшнього радiуса R областi Ω,

для яких початково-гранична задача (1.1) – (1.5) володiє властивiстю ло-

калiзацiї.

4.2. Доведення теореми

Далi будуть представленi послiдовнi етапи доведення основного резуль-

тату [3].

Розглянемо два сiмейства функцiй, пов’язаних з u(t, x):

hj(s) = ess supt∈[tj−1,tj ]

∫
Ω(s)

|u(t, x)|q+1dx;

21
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Ej(s) =

∫ tj

tj−1

ψ(t)

∫
Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1dxdt;

та монотонну послiдовнiсть:

tj → T, t0 = 0; tj−1 < tj, j = 1, 2 . . . .

Через те, що ∫ tj

tj−1

ψ(t)

∫
∂B(s)

|Dxu(t, x)|p+1dγdt = − d

ds
Ej(s),

то (3.7) пiсля того, як було застосовано нерiвнiсть Юнга з ε (3.2), у нових

позначеннях hj(s) i Ej(s) дозволяє отримати диференцiальну систему:

Ej(s) ≤ r1hj−1(s) + r2α
ν
j

(
−dEj(s)

ds

)1+µ

, (4.2)

hj(s) ≤ (1 + δj)hj(s) + r3δ
−(p+1)ν

q+1

j αν
j

(
−dEj

ds

)1+µ

, (4.3)

∀s > 1, j ∈ N, ∀δj > 0,

де сталi r1, r2, r3 <∞ залежать виключно вiд вiдомих параметрiв

ν =
(1− θ)(q + 1)

q(p+ 1) + θ(p− q)
< 1; µ =

(1− θ)(p− q)

q(p+ 1) + θ(p− q)
; αj =

∫ tj

tj−1

ψ(t)dt.

Для зручностi помножимо обидвi частини функцiй, введених на початку

доведення, на α
q+1
p−q

j :

Aj(s) = α
q+1
p−q

j Ej(s); Hj(s) = α
q+1
p−q

j hj(s) ⇒

тодi стає очевидним, що нерiвностi (4.2) та (4.3) набувають такого вигляду:

Aj(s) ≤ r4Hj−1(s) + r2
(
−A′

j(s)
)1+µ

,
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Hj(s) ≤ (1 + δj)α
q+1
p−q

j−1hj−1(s) + +r′3δ
− (p+1)ν

q+1

j

(
−A′

j(s)
)1+µ

.

Послiдовнiсть {δj} та розбиття {tj} обираємо таким чином, аби забез-

печити виконання строгої нерiвностi:

(1 + δj) < λ = const < 1.

В результатi отримуємо:

Aj(s) ≤ r4Hj−1(s) + r2
(
−A′

j(s)
)1+µ (4.4)

Hj(s) ≤ λHj−1(s) + r3
(
−A′

j(s)
)1+µ (4.5)

Iтеративне застосування спiввiдношення (4.4), оцiнюючи при цьому по-

слiдовно в правiй частинi всi Hi(s) i врахувуючи (4.5), дає серiю послiдов-

них нерiвностей:
Aj(s) ⩽r4Hj−1(s) + r2

(
−A′

j(s)
)1+µ

⩽

⩽r4λHj−2(s) + r4r3
(
−A′

j−1(s)
)1+µ

+ r2
(
−A′

j(s)
)1+µ

⩽

⩽r4λ
2Hj−3(s) + r4r3λ

(
−A′

j−2(s)
)1+µ

+

+ r4r3
(
−A′

j−1(s)
)1+µ

+ r2
(
−A′

j(s)
)1+µ

⩽

⩽ · · · ⩽ r4λ
j−1H0(s) + r4r3

[
λj−2 (−A′

1(s))
1+µ

+ λj−3 (−A′
2(s))

1+µ
+

+ · · ·+ λ2
(
−A′

j−3(s)
)1+µ

+ λ
(
−A′

j−2(s)
)1+µ

+

+
(
−A′

j−1(s)
)1+µ

+
r2
r3r4

(
−A′

j(s)
)1+µ

]
⩽

⩽r4λ
j−1H0(s) + r5

j∑
i=1

(
−λ

j−i
1+µA′

i(s)
)1+µ

,

де r5 =
r3r4
λ

max

(
1,
λr2
r3r4

)
.
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Це дозволяє отримати остаточний результат:

Aj(s) ≤ r4λ
j−1

(∫ T

0

ψ(t)dt

) q+1
p−q

h0(s) + r5

[
j∑

i=1

(
−λ

j−i
i+µA′

i(s)
)]1+µ

. (4.6)

Введемо сiмейство невiд’ємних функцiй:

Uj(s) ≡
j∑

i=1

λ
j−i
i+µAi(s), j = 1, 2 . . . .

i зауважимо, що має мiсце така рiвнiсть

Aj(s) = Uj(s)− λ
1

1+µ

j Uj−1(s)

Це дозволяє переписати спiввiдношення (4.6) у такiй формi:

Uj(s)−λ
1

1+µ

j Uj−1(s) ≤ r4λ
j−1

(∫ T

0

ψ(t)dt

) q+1
p−q

h0(s)+r5
(
−U ′

j(s)
)1+µ ∀j ∈ N,

тобто

Uj(s) ≤ λ
1

1+µ

j Uj−1(s)+r4λ
j−1

(∫ T

0

ψ(t)dt

) q+1
p−q

h0(s)+r5
(
−U ′

j(s)
)1+µ ∀j ∈ N,

Uj(1) =

j∑
i=1

λ
j−i
i+µAi(1) =

j∑
i=1

λ
j−i
i+µα

q+1
p−q

i Ei(1) ∀j ∈ N.
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Для того, аби оцiнити зверху Ei(1), скористаємося нерiвнiстю з Леми

3.1 при a = 0, b = tj, що дає наступний результат:∫
Ω

|u(tj, x)|q+1dx+

∫ tj

0

∫
Ω

|Dxu|p+1 dxdt ⩽

⩽ c1

∫
Ω

|u(0, x)|q+1dx+ c2

(
1 + ζ1(tj)

q(p+1)
p−q+1

)
F1(0, tj);∫

Ω

|u(tj, x)|q+1dx+ Ej(1) ⩽

⩽ c1h0(1) + c2

(
1 + ζ1(tj)

q(p+1)
p−q+1

)
F1(tj);∫

Ω

|u(tj, x)|q+1dx+ Ej(1) ⩽

⩽ c1h0(1) + c2

(
1 + ζ1(tj)

q(p+1)
p−q+1

)
C;

Тодi,

Ej(1) ⩽ c1h0(1) + c3

(
1 + ζ1 (tj)

q(p+1)
p−q+1

)
.

Вiдповiдно,

Uj(1) =

j∑
i=1

λ
j−i
i+µα

q+1
p−q

i

[
c1h0(1) + c3

(
1 + ζ1 (tj)

q(p+1)
p−q+1

)]
≤

≤ h0(1)

j∑
i=1

λ
j−i
i+µ

(∫ ti

ti−1

ψ(t)dt

) q+1
p−q
[
c1 + c3

(
1− λ

1
1+µ

)−1 (
1 + ζ(tj)

q(p+1)
p−q+1

)]
.

Таким чином, за умови, що

j∑
i=1

λ
j−i
1+µ

(∫ ti

ti−1

ψ(t)dt

) q+1
p−q

≤ const

отримуємо оцiнку:

Uj(1) ≤ c4 + c5ζ(tj)
q(p+1)
p−q+1 .

Це приводить нас до диференцiальної системи нерiвностей.

Uj(s) ≤ c6Uj−1(s) + c7
(
−U ′

j(s)
)1+µ

, ∀s > d;
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Uj(d) ≤ c4 + c5ζ(tj)
q(p+1)
p−q+1 , ∀j ∈ N.

Далi, з цiєї системи, використовуючи Лему 6.3 статтi [11], отримуємо

рiвномiрну оцiнку для носiїв функцiй Uj(s):

ζ (tj) ⩽ sup {s : s ∈ suppUj} ⩽ c8

[
c4 + c5 + c5ζ1 (tj)

q(p+1)
p−q+1

] µ
1+µ

+ d,

тут c8 =
(

c7
1− 6

) 1
1+µ 1 + µ

µ
.

З останньої нерiвностi маємо

ζ (tj) ⩽ d+ c8 (c4 + c5)
µ

1+µ + c8c
µ

1+µ

5 ζ1 (tj)
κ ∀j ∈ N, (4.7)

де

κ =
q(p+ 1)(p− q)

(p− q + 1)[n(p− q) + (q + 1)(p+ 1)]
< 1 ∀n ⩾ 1, p > q.

Для того, аби завершити доведення, залишається отримати оцiнку зверху

для ζ(t) на множинi

S = {t ∈ (0, T ) : ζ(t) = ζ1(t)} . (4.8)

Виберемо довiльну точку t̃ :

t̃ ∈ [T0, T ) ∩ S, t̃ = tj0, j0 ∈ N.

Враховуючи спiввiдношення (4.7) i означення (4.8), отримуємо:

ζ(t̃) = ζ (tj0) ⩽ d+ c8 (c4 + c5)
µ

1+µ + c8c
µ

1+µ

5 ζ(t̃)κ ⩽

⩽ d+ c8 (c4 + c5)
µ

1+µ + εζ(t̃) + c9(ε)
(
c8c

µ
1+µ

5

) 1
1−κ

,
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Це веде до наступної оцiнки:

ζ(t̃) ⩽ (1− ε)−1

[
d+ c8 (c4 + c5)

µ
1+µ + c9(ε)

(
c8c

µ
1+µ

5

) 1
1−κ
]
≡ D(ε).

Розглянемо

D(ε) = (1− ε)−1

[
d+ c8 (c4 + c5)

µ
1+µ + c9(ε)

(
c8c

µ
1+µ

5

) 1
1−κ
]
=

D0

1− ε
∀ε > 0.

(4.9)

Усi константи ci, що з’являлися у вищенаведених розрахунках, не залежать

вiд зовнiшнього радiуса R областi Ω. Тому при виконаннi умови

d+ c8 (c4 + c5)
µ

1+µ + c9(ε)
(
c8c

µ
1+µ

5

) 1
1−κ

< R (4.10)

iснує ε0 > 0, що задовольняє умовi

ζ(t̃) < D(ε) < R ∀t̃ ∈ [T0, T ) . (4.11)

Дана оцiнка еквiвалентна наявностi властивостi локалiзацiї граничної

задачi при R, що задовольняє умовам (4.10), (4.11). Отже, основний ре-

зультат роботи, сформульований у Теоремi 4.1, доведено.



Висновки

Метою цiєї квалiфiкацiйної роботи було доведення достатньої умови ло-

калiзацiї узагальненого розв’язку для початково-крайової задачi нелiнiй-

ного параболiчного рiвняння за умов повiльної дифузiї (Теорема 4.1). Вона

була досягнута шляхом виведення необхiдних iнтегральних спiввiдношень

i нерiвностей, що описують поведiнку розв’язку у визначених межах.

Завдяки проведенiй роботi було сформульовано та доведено важливу

теорему, яка встановлює, при яких умовах розв’язок має властивiсть лока-

лiзацiї для довiльної початкової функцiї та заданих крайових умов.

Результати роботи можуть бути корисними для моделювання фiзичних

процесiв, таких як дифузiя та теплопровiднiсть, оскiльки вони дозволяють

точнiше передбачити розподiл концентрацiї речовини або температури в

обмеженiй областi. Такi результати мають практичне значення в галузях,

де важливо враховувати локалiзацiю процесiв, як-от, наприклад, матерiа-

лознавство, екологiя та iнженерiя, а також вони можуть стати основою для

подальших дослiджень у теорiї нелiнiйних параболiчних рiвнянь.
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